
正齒輪跨齒厚公式推導 
施先生詢問，謝孟萍、張世杰試圖解答 

符號及術語 

 [1]齒厚、齒間、基圓、節圓、節點、周節的意思見下圖。 

 

各名詞的英文：齒厚(tooth thickness)，基圓(base circle)，節圓(pitch circle)，節點(pitch 

point)，周節(circular pitch)。 

 我們不打算對上面幾個名詞作嚴格的定義[2]，因為有點複雜，不妨直觀來看就好。節點

就是兩相接合的齒輪的接觸點（這還不確定）。而節圓就是以齒輪圓心到節點的距離為半

徑，並以齒輪圓心為圓心所作的圓。周節就是節圓上，一齒上任一點到下一齒對應點的

弧長。注意，上圖中的齒厚是落在節圓上，但我們有時候也會用到在基圓上的齒厚。 

 類似於周節，我們也在基圓上定義基節(base pitch)，也就是基圓上，一齒上任一點到下

一齒對應點的弧長。 

 模數(module)定義為 

模數 =
節圓直徑

總齒數
 



 [2]齒上點 𝐴 的壓力角(pressure angle)如下圖 𝛼𝐴，就是點 𝐴 與齒輪圓心的連線與過點 

𝐴 的切線的夾角。如果沒有特別說明哪一個點的壓力角，那麼就是指節點的壓力角，一

個齒輪的壓力角就是指節點的壓力角，下文以 𝛼 表示齒輪的壓力角。 

 

 漸開線(involute curve)的意思如下圖，也就是在基圓上選定任意一個點，將一細線固定

在此點上，並將此線貼於基圓上，在此線的另一端繫上鉛筆，然後由鉛筆端逐漸地將此

線轉離開基圓，此時畫出的弧即為漸開線。注意到，漸開線的前面部分即為齒輪剖面圖

的側邊。 

 

 漸開線與壓力角：如下左圖，弧 𝐸𝐴𝐵  就是漸開線，就是齒輪剖面圖齒上的側邊，對照

下面右圖。注意到下面左圖中，畫漸開線的細線不一定固定在 𝐷 點。𝐶 點是畫漸開線

由 𝐸 畫到 𝐴 時，細線與基圓所接觸的最末端的那個點，也就是 𝐴𝐶     是基圓在 𝐶 點的

切線，所以 𝐴𝐶    ⊥ 𝑂𝐶    。類似地，𝐷 點是畫漸開線由 𝐸 畫到 𝐵 時，細線與基圓所接觸

的最末端的那個點，也就是 𝐵𝐷     是基圓在 𝐷 點的切線，所以 𝐵𝐷    ⊥ 𝑂𝐷    。 



 

一些預備公式 

 [1]節圓上的齒厚等於節圓上的齒間，所以 

節圓上的齒厚 = 節圓上的齒間 =
周節

2
 

 周節的長度： 

周節 =
節圓周長

總齒數
 

 [2]基圓直徑與節圓直徑的關係：當畫漸開線畫到齒上的節點 𝐴 時，使用的細線與基圓

相切於 𝐶 時，如下圖， 

 

此時 ∠𝐴𝐶𝑂 = 90°，作漸開線 𝐸𝐴  上過點 𝐴 的切線 𝑅𝐴    ，於是 ∠𝑅𝐴𝐶 = 90°，所以 𝑅𝐴     

平行於 𝑂𝐶    ，於是 

𝐴 的壓力角 = ∠𝑅𝐴𝑂 =
內錯角

∠𝐴𝑂𝐶 = 𝛼𝐴  

又因為 𝐴 是節點，所以齒輪的壓力角 𝛼 = 𝐴 的壓力角 = 𝛼𝐴。容易知道， 

基圓半徑 = 𝑂𝐶    = cos 𝛼𝐴 ⋅ 𝑂𝐴    = cos 𝛼 ⋅ 𝑂𝐴    = cos 𝛼 ⋅ 節圓半徑 

兩邊同乘以 2，得到 

基圓直徑 = cos 𝛼 ⋅ 節圓直徑 



 基節： 

基節 =
基圓周長

總齒數
=

𝜋 ⋅ 基圓直徑

總齒數
=

𝜋 ⋅ cos 𝛼 ⋅ 節圓直徑

總齒數
=

𝜋 ⋅ 節圓直徑

總齒數
⋅ cos 𝛼 =

= 𝜋 ⋅
節圓直徑

總齒數
⋅ cos 𝛼 = 𝜋 ⋅ 模數 ⋅ cos 𝛼 

正齒輪跨齒厚公式 

 現在萬事俱備，只欠東風了。先來看跨 3 個齒的厚度，也就是下圖的 𝑤 = 𝑎𝑏   。不妨固

定 c 點，向左右畫漸開線，所以 𝑐𝑏′ = 𝑐𝑏   ，𝑐𝑎′ = 𝑐𝑎   ，且 𝑤 = 𝑎𝑏   = 𝑎′𝑏′ 。 

 

而容易知道， 

𝑎′𝑏′ = 2 ⋅ 基節 + 基圓上的齒厚 

所以我們要量跨 𝑛 個齒的跨齒厚，就是 

跨 𝑛 個齒的跨齒厚 =  𝑛 − 1 ⋅ 基節 + 基圓上的齒厚 

 我們需要一系列的推論。一樣地，畫漸開線畫到齒上的節點 𝐴 時，使用的細線與基圓相

切於 𝐶，並作齒平分線 𝑂𝐹    ，如下圖。 

 

基圓上半齒厚 = 𝐸𝐺 = 𝑟𝑏 ⋅ ∠𝐸𝑂𝐹 

另一方面 

∠𝐸𝑂𝐶 =
𝐶𝐸 

𝑟𝑏
=

漸開線由 𝐸 到 𝐴 𝐶𝐴    

𝑟𝑏
=

𝐶𝐴    

𝑂𝐶    
= tan 𝛼 

於是 

節圓上半齒厚 =
𝐴𝐻 

2
= 節圓半徑 ⋅ ∠𝐴𝑂𝐹

= 𝑟𝐴 ⋅  ∠𝐸𝑂𝐹 − ∠𝐸𝑂𝐴 

= 𝑟𝐴 ⋅  ∠𝐸𝑂𝐹 −  ∠𝐸𝑂𝐶 − 𝛼  

= 𝑟𝐴 ⋅  ∠𝐸𝑂𝐹 −  tan 𝛼 − 𝛼   

整理一下，得到 

∠𝐸𝑂𝐹 =
節圓上半齒厚

𝑟𝐴
+  tan 𝛼 − 𝛼  



代入上面的基圓上半齒厚公式，得到 

基圓上半齒厚 = 𝑟𝑏 ⋅ ∠𝐸𝑂𝐹 = 𝑟𝑏 ⋅  
節圓上半齒厚

𝑟𝐴
+  tan 𝛼 − 𝛼  

= 基圓半徑 ⋅  
節圓上半齒厚

節圓半徑
+  tan 𝛼 − 𝛼   

兩邊同乘以 2 

基圓上的齒厚 = 基圓直徑 ⋅  
節圓上半齒厚

節圓半徑
+  tan 𝛼 − 𝛼  

= 基圓直徑 ⋅  
2 ⋅ 節圓上半齒厚

2 ⋅ 節圓半徑
+  tan 𝛼 − 𝛼  

= 基圓直徑 ⋅  
節圓上的齒厚

節圓直徑
+  tan 𝛼 − 𝛼  

= 基圓直徑 ⋅

 
 
 
 周節

2

節圓直徑
+  tan 𝛼 − 𝛼 

 
 
 
 

= 基圓直徑 ⋅  
周節

2 ⋅ 節圓直徑
+  tan 𝛼 − 𝛼  

= 基圓直徑 ⋅

 
 
 
 
 節圓周長

總齒數

2 ⋅ 節圓直徑
+  tan 𝛼 − 𝛼 

 
 
 
 
 

= 基圓直徑 ⋅

 
 
 
 
 節圓直徑 ⋅ 𝜋

總齒數

2 ⋅ 節圓直徑
+  tan 𝛼 − 𝛼 

 
 
 
 
 

= 基圓直徑 ⋅  
𝜋

2 ⋅ 總齒數
+  tan 𝛼 − 𝛼  

= cos 𝛼 ⋅ 節圓直徑 ⋅  
𝜋

2 ⋅ 總齒數
+  tan 𝛼 − 𝛼  

= cos 𝛼 ⋅ 模數 ⋅ 總齒數 ⋅  
𝜋

2 ⋅ 總齒數
+  tan 𝛼 − 𝛼   

最後， 



跨 𝑛 個齒的跨齒厚 =  𝑛 − 1 ⋅ 基節 + 基圓上的齒厚

=  𝑛 − 1 ⋅  𝜋 ⋅ 模數 ⋅ cos 𝛼 + cos 𝛼 ⋅ 模數 ⋅ 總齒數 ⋅  
𝜋

2 ⋅ 總齒數
+  tan 𝛼 − 𝛼  

= 𝑛 ⋅ 𝜋 ⋅ 模數 ⋅ cos 𝛼 − 𝜋 ⋅ 模數 ⋅ cos 𝛼 +
𝜋 ⋅ 模數 ⋅ cos 𝛼

2
+ cos 𝛼 ⋅ 模數 ⋅ 總齒數 ⋅  tan 𝛼 − 𝛼 

= 𝑛 ⋅ 𝜋 ⋅ 模數 ⋅ cos 𝛼 − 0.5 ⋅ 𝜋 ⋅ 模數 ⋅ cos 𝛼 + cos 𝛼 ⋅ 模數 ⋅ 總齒數 ⋅  tan 𝛼 − 𝛼 

=  𝑛 − 0.5 ⋅ 𝜋 ⋅ 模數 ⋅ cos 𝛼 + cos 𝛼 ⋅ 模數 ⋅ 總齒數 ⋅  tan 𝛼 − 𝛼 

= 模數 ⋅ cos 𝛼   𝑛 − 0.5 ⋅ 𝜋 + 總齒數 ⋅  tan 𝛼 − 𝛼   

施先生的算式中，總齒數為 117，模數為 3，壓力角 𝛼 = 20° ≈ 0.34906585039，在正齒輪上，欲求跨 14

齒的跨齒厚，代入公式得到 

3 × 0.93969262078 ×  3.14159265359 ×  14 − 0.5 + 117 ×  0.36397023426 − 0.34906585039  

= 124.477267459 
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